







Dal Bollettino dell’ Accademia Gioenia di Scienze Naturali 
in Catania—Fascicolo 2°, Serie 2 a —Gennaio 1908 


M. Fieri —SOPRA (ILI ASSIOMI AKITMETIOI. 

§ 1. È cosa ormai stabilita che 1’ Aritmetica si può istituire HtA. p 
deduttivamente sulle nozioni primitive di ‘ninnerò ’ (intero, po- i> w ..<' 
sitivo o nullo) e ‘ susseguente d’ un numero’, mercè di quattro 


p roposizioni primitive (ass iomi o postulati), che nel loro insie¬ 



me forniscono appunto una. definizione ‘reale’ od ‘ implicita ’ del 
numero intero assoluto. Esse sono ( # ) : 

a) Il susseguente di un numero è un numero. 

P) Due numeri, che abbiali per susseguente un medesimo nu¬ 
mero, sono uguali fra loro. 

l) Esiste almeno un numero, che non sussegue alcun numero. 

8 ) Se una classo (di numeri) contiene un numero non susse¬ 
guente di alcun numero, e se il susseguente di ciascun numero 
della classe appartiene alla classe; allora ogni numero appartie¬ 
ne alla classe. (Principio d ’induzione completa). 

Dalle premesse a) e 8 ) deriva poi se nza indugio il teorema: 'TWv 


e) « Due numeri, nessuno dei quali sia susseguente ad un 
numero, son sempre uguali fra loro ( ## ) », Onde la definizione: 

f) « Si dà il nome di zero (‘0’) a quel numero — determi¬ 
nato ed unico, grazie alle 7 ) ed e) — che non è susseguente di 
un numero ». Per la qual cosa il principio 8 ) viene a dire in so¬ 
stanza che : 

« Se una proposizione è vera per lo zero; e se, con l’am- (*) (**) 


(*) R. Dhdkkin», ‘ Was unni und was solidi dìe Zahlen ? ’ (Brannsch-weig, 
1888 ), § 71 . 

G. Pisano ‘ Aritkmetices principia '(Torino. 1889), pag. 1; e ‘Sul concetto di 
numero’, in Kiv.“ di Mntoin. 8 , voi. I. (1891), pag. 90. 

A. Padoa, ‘ Théorie des nomtres enfierà absolv 8, in Revne de Mathématiqnes, 
v. Vili (1902), pag. 48. Il sistema a),... 8) ì' quello proposto da A. Pahoa (ivi). 

(**) A. Paooa, lcie. cit., pag. 50. 



















metter eh’ essa abbia luogo per un numero n, si può dimostrare* 
qualunque sia », che deve sussistere ancora nel susseguente di 
m; allora essa è vera per tutti i numeri ». 

Non si può negare che questo giudizio è in sè più complesso 
di ognuno dei rimanenti a), (3), 7 ): ma più ancora se ne distin¬ 
gue a motivo di quella forma insolita (e, direi quasi, un po’ troppo 
suggestiva) che lo riveste; onde avverrà bene spesso che mal si 
adatti a menti poco avvezze all’ analisi, o che vi s’imprima in 
maniera meno perspicua. Nè forse si scosterebbe dal vero, chi 
attribuisse a tale impronta speciale la prima origine di qualche 
ingenua discussione a cui dette luogo, e tuttavia porge argo¬ 
mento. Viene dunque a proposito il considerare, se sia possibile 
togliere in luogo di esso principio 8 ) qualche altro assioma un 
po’ più spedito e più liscio. B si può infatti, senza andar molto 
lontano: purché si conceda facoltà di alterare con 8 ) anche i due 
postulati P) e |) - lasciando a) intatto — come ora diremo. 

§ 2. Invece dei quattro principi a),... 8 ) noi proponiamo il 
seguente sistema : 

I) Esiste almeno un numero. 

II) Il susseguente d’ un numero è un numero. 

Ili) -Due numeri, nessuno dei quali sia susseguente di un nu¬ 
mero . son sempre uguali fra loro. 

X V ' ! AsrA VW L* | 

1 V) In qualsivoglia classe non illusoria r di numeri esiste almeno 
un numero , ohe non è susseguente di alcun numero della classe. 

. Le prpszioni 11) e 111) non differiscono dalle a.) ed e). L’as¬ 
sioma y) resta implicato immediatamente dai nuovi principi 1) e 
IV). Il IV è quello, da cui dipende massimamente la verità di 8 ) 
(§ M) ; e può quindi aversi come un surrogato del principio d'in¬ 
duzione. Ma, s’io uon m’inganno, questo giudizio esistenziale IV) 
è preferibile a 8 ) come più facile e piano : e non parlo dell’ evi¬ 
denza; perchè si tratta iusomma della comune notizia, che fra 
i numeri (interi, positivi o nulli) d’una classe effettivamente esi¬ 
stente ce ne dev’esser qualcuno che non sia maggiore di nes¬ 
sun altro. — Di esso è conseguenza immediata il fatto che : 

g) « Nessun numero è susseguente di sè medesimo. » O , in 
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altri termini : « Qualunque sia il numero n, i due numeri n e 
sue n (*) souo diversi fra loro. » 

Lo « zero » sarà qui defluito come al § 1 (/') ; posto che 
sono vere anche qui le prpsz . 1 f) ed e). 

§ 3. Si dimostra, che il principio d’induzione completa è 
conseguenza dei nuovi postulati IJ,... IV). 

« Se s è uua classe, alla quale appartenga 1) lo zero e 2) 
il susseguente di ciascun numero che spetti ad s ; allora qualun¬ 
que numero è uu s. » Invero, dicasi u la classe dei numeri, che 
uou appartengono ad s : proveremo che una tal classe è vuota 
o illusoria. Dall’ipotesi che esistau degli u (vale a dire che u non 
sia classe illusoria) e dall’assioma IV), si dedurrebbe, che deve 
esistere in u qualche numero x , il quale uou sia susseguente di 
uu numero spettante ad u. Un si fatto numero x sarà certa¬ 
mente diverso da zero; poi che — grazie all’ipts. 1 ) — lo zero 
non appartiene ad u. Dunque esso ammette uu antecedente y 
(tale cioè che & = suc y) : poi che, in forza di 111) e di f) , qua¬ 
lunque numero, pur che diverso da zero, sempre sussegue ad un 
numero. Ora uu tal numero y , in quanto escluso da «, dovrà 
appartenere ad s : per la qual cosa il suo susseguente x — gra¬ 
zie all’ipts. 2) — sarà contenuto in s, e quindi escluso da w. 
Pertanto l’ipts. fatta che- esistali degli «, genera questa illazione 
assurda : esiste un numero x il quale appartiene e non appartie¬ 
ne ad u. 

§ 4. La prpsz p) — da cui risulta, che la trasformazione 
di ciascun numero nel susseguente (implicata dell’assioma II) è 
conversiva o reciproca — discende ancor’ essa dai nuovi priu- 
cipii I),... IV). Per dimostrarla, potremmo dare come acquisita la 
nozione di ‘somma di due numeri interi’ e la relazione ‘è mag¬ 
giore di...’ ; in quanto si stabiliscono con noti metodi su fatti già 
postulati ovver dimostrati ai §§ 2,3, e senza appellarsi a (J) : ma 
non dispiaccia se si richiamano per sommi capi le deduzioni oppor¬ 
tune, tanto che basti a rimuovere qualsiasi dubbio in proposito. 


(*) « Sue * sta per « susseguente di » 
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Premesso che (ass. IJ) : 

1 = sue 0 , 2 = ano], 3 — suo 2, 4 = suo B,., 

e (qualunque sia il numero n) n- j-1 = sucre; porremo, essen¬ 
do x un numero qualsivoglia: 

suc^^sucr , 8uc 2 fl?=suc(suc 1 a?), sue 3 as=suc(suc 2 a'),.. ; e (nell’ ipts. 
che sue":» sia un numero): suc^ 1 a?=:suc(suc"a?) ; onde sarà defluito 
per induzione (§3) I’ ‘n esim0 seguente’ o 1 seguente di re liSiino or¬ 
dine’ del numero x (ass. II). La locuzione ‘seguente x ’ senz’al¬ 
tro è per denotare i seguenti di qualsivoglia ordine; e il 
medesimo significato spetta alla frase 1 maggiore di x’. Di qui — 
sempre in grazia di 8 )—si trae facilmente che: 

li) * Se y è un seguente di x e z un seguente di y, sarà z 
un seguente di x » (vale a dire che, essendo m un numero arbi¬ 


trario, 


mr 


seguente dell’ re e 


seguente di x è ancora un 


seguente di *). Indi si proverà che 

i) « Non si può dare ad un tempo, che y sia un seguente x 
ed x un seguente y »: atteso che queste due cose involgerebbero— 
giusta il teorema preced. —che x fosse un seguente di x, contro gì^'jy'J 
Per concludere che i nostri principii 1),.., IV) sono atti a 
definire un ordiue (aperto) di successione nella classe dei nu¬ 
meri interi assoluti, resta sol da vedere che: 

le) « Di due numeri, pur che diversi fra loro, uuo è per cer¬ 
to seguente dell’ altro » O, in altri termini, che « Me x, y sono 
numeri, delle tre cose l’nna : o y b uguale ad x, o y è maggiore 
di x, o x è maggiore di y ». Il fatto è vero, se y = 0 : atteso 
che 0 = 0 , e che dal supporre re > 0 consegue , qualunque sia 
il numero n, che re 1 > 0 fh) ; orni’è forza concludere che qual¬ 
sivoglia numero x sia maggiore od eguale allo zero (§ 3). Ma 
posto che il fatto abbia luogo per y eguale ad un numero in, si 
deduce (qualunque sia m) che deve sussistere ancora, se y=»fc 4 -l; 
perchè dalle ipotesi x=m, x )> m, m )>x consegue rispettivamen¬ 
te m-\- l)>x, x)>m- (- 1 , m-\-l)> x fh). Dunque è vero, qua¬ 
lunque sia y (§ 3). 

§ 5. Or si supponga che i numeri a e b, quantunque diversi 
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fra loro, abbiano entrambi per susseguente un medesimo numero 
c (necessariamente diverso da quelli, grazie a g). Uno dei numeri 
a e b sarà certamente maggiore (seguente) dell’ altro (k). Ma dal 
supporre b^>a, cioè che b sia un seguente di a (§ 4) si deduce 
che il numero b, in quanto è diverso dal susseguente di a dovrebbe 
essere al certo un seguente del susseguente di a (§ 4), vale a dire 
un seguente di c; mentre è c un seguente di b: assurdo (i). Si¬ 
milmente l’ipts. a^>b farebb’essere a un seguente di c. mentre 
è c un seguente di a. Quindi è forza concluder, che a~b (fc). 

1 fatti allegati a questa dimostrazione (§ 4) son tutte cose 
fondamentali, di cui l’Aritmetica non può passarsi in niun modo: 
onde sarà manifesto, che il nuovo sistema di pstl. I),... IV) non 
implica, rispetto a quelli già noti, alcuna maggiore difficolta de¬ 
duttiva o didattica. 

A confermare l’equivalenza delle prpsz. I),... IV) da una 
parte e delle a),... 8 ) dall’altra resta che si deduca la IV) dalle 
a),... 8 ): ma ciò si lascia al Lettore. 

§ 6 . Che i pstl. I),... IV) siano indipendenti gli uni dagli al¬ 
tri, si prova per noti esempii. 

1 . Tolto N 0 = A (*), sussisteranno le prpsz 11), III; e IV), 
ma sarà falsa la I). 

2) Se = b, N 0 = i a , suc« = b, sono vere le 1), 111) e 
IV), mentre non è soddisfatta la II). 

3) Per N 0 s’intenda la classe dei numeri interi 0,1,2,3,.... ; 
ma pongasi sue* = x -|- 2, qualunque sia il numero *. Si troverà 
che son vere le prpsz.i I), II), IV) ; ed errata la IH), in quanto 
esistono allora due .numeri 0 e 1 non susseguenti di alcuno. 

4) Facciasi FT 0 = i a e sucas = a. Risultano verificate le 1), 
II), III) e infirmata la IV). 

(*) N„ b la classe dei numeri interi, positivi o nulli. 

Catania, dicembre 1907. 

(Ricevuta il 10 gennaio 1908). 


FREM. 8TAB. GAlÀTOLA - CATANIA 
















